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1 Introducao

Estas notas, baseadas em [I], buscam dar uma demonstracao do teorema de Peano
para a existéncia de solucoes de equacoes diferenciais ordinarias dadas por campos de
vetores continuos em R".

Elas fazem parte dos atendimentos da tutoria do curso de Bacharelado em Matematica
da UFF, em particular do atendimento especial da disciplina de Equacoes Diferenciais
Ordinarias ministradas pelo professor Bruno Santiago no periodo letivo de 2021.1.

Vale notar que esse texto serve apenas de apoio para as aulas e para que o material
exposto no livro possa se aproximar do que foi dito durante elas. Nao tem, portanto,
nenhuma busca por originalidade na demonstracao, sendo apenas a minha interpretacao
do exposto em [I]. Mais ainda, se houverem erros ou sugestoes, pego que enviem para
odylocosta@id.uff.br, pois serao mais do que bem vindas!

2 Algumas recordagoes

Sejam D C R x R™ um aberto e f: D — R” uma funcao em D. Dado um ponto
(to, g) € D, definimos o problema de valor inicial ao qual vamos nos referir ao longo

de todo o texto:
x/ = f(t7 x)?
a (1)
Ji(to) = 2o
para o qual buscamos um aberto (a,b) que contém ¢y, e uma solu¢ao z: (a,b) — R" de
' = f(t,z) tal que z(ty) = zo.
Lembramos que uma solugao da equagao 2’ = f(t,z) é uma fungao z: (a,b) — R"
de classe C' se (t,z(t)) € D e 2/(t) = f(t,z(t)) para todo t € (a,b).
Antes de saber se existem solucgoes para problemas de valor inicial, precisamos de uma
defini¢ao:

Definicao 1. Dizemos que uma funcdao f: D — R™ num conjunto D C R x R" € local-
mente Lipschitz em x se, para cada compacto K C D existe L > 0 tal que

1t 2) = f(ty)ll < Lllz =yl (2)

para quaisquer (t,x), (t,y) € K.
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Teorema 1 (Picard-Lindelof). Se f: D — R™ € uma fungdo continua e localmente Lips-
chitz em x num conjunto aberto D C R x R", entdo para cada (ty,zo) € D existe uma e
apenas uma solucao do problema de valor inicial em algum intervalo aberto contendo
to.

A prova foi desse teorema foi dada em algumas aulas atras durante o curso. Nao

vamos reproduzi-la. Entretanto, lembramos alguns ingredientes que aparecem na prova.
O primeiro é uma condicao equivalente a definicao de solugao de um problema de valor
inicial.
Proposicao 1. Seja f: D — R™ uma funcdao continua definida em um aberto D C RxR™.
Dado (tg,x0) € D, uma funcao continua x: (a,b) — R™ num aberto contendo ty e tal que
(t,z(t)) € D para todo t € (a,b), é uma solugao do problema de valor inicial se, e s
se,

x(t) = xo —|—/t f(s,x(s)) ds, (3)
para todo t € (a,b).

Demonstragao. Inicialmente fazemos um par de consideragoes gerais que serao tuteis na
prova: sendo x e f aplicacoes continuas, o mapa

t— f(t,x(t))

¢ ainda uma aplicagao continua (por ser composi¢ao de fungoes continuas). Como fungoes
continuas sao integraveis quando definidas em intervalos limitados, concluimos que ¢ —
f(t,z(t)) é integravel em qualquer intervalo [to,t] com ¢ € (a,b).

Para a demonstragao, comegamos supondo que x = z(t) é solugdo do problema de
valor inicial (1. Para cada t € (a,b) temos, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

x(t) — o = x(t) — x(to)

:/ttx'(s) ds

0
t
— [ fs.as) ds

to
de modo que x(t) satisfaz a equagao (3)).

Reciprocamente, suponha que a funcao x(t) satisfaga (3|) para todo t € (a,b). Fazendo
t = to, obtemos z(ty) = zg e, derivando, 2'(t) = f(t,z(t)) para cadat € (a,b). Mais ainda,
como f(t,x(t)) é continua, concluimos que = ¢ de classe C*, de modo que x é solucao de

(E 0

Desse modo, podemos buscar solugoes do problema de valor inicial dentro do conjunto
C(a,b) das fungbes continuas limitadas, x: (a,b) — R™, onde (a,b) é um intervalo con-
tendo ty. Esse conjunto tem uma estrutura natural de espaco métrico: consideramos em
C'(a,b) a métrica da continuidade uniforme d, isto é,

d(z,y) = S lz(t) = y(®)]-
€l(a,

Mais ainda, podemos provar a seguinte proposicao.



Proposigao 2. O conjunto C(a,b) munido da métrica da continuidade uniforme d € um
espaco métrico completo.

Em espacos métricos completos, temos uma ferramenta importante que é o Teorema
do Ponto Fixo de Banach:

Teorema 2. Seja T: M — M wuma contra¢ao num espago métrico completo (M, d).
Entao T possui um unico ponto fizo xo € M. Além disso, dado um ponto arbitrdrio
r € M, a sequéncia (T™(x)),, converge para o, o tinico ponto fizo de T.

Com isso em maos, a prova do Teorema (1| passa por observar que o mapa 1" definido,
para cada = € C'(a,b), por

Tla](t) = o + / f (s, (s)) ds. (4)

estd bem definido (isto é, T'[z] € C(a,b)) e é uma contracdo. Isso garante que 7" admite
um ponto fixo e, pela Proposicao [I] conseguimos uma, e s6 uma, solugao para o problema
de valor inicial ().

Entretanto, esse ultimo paragrafo tem um problema! Os elementos do conjunto

C(a,b) = {z: (a,b) — R" | x é continua e limitada}

podem nao se comportar bem com relacao a f, isto é, nao é garantido que, para todo
z € C(a,b), tem-se (t,z(t)) € D, com t € (a,b).

Por isso fazemos algumas restrigoes para um subconjunto fechado (e portanto com-
pleto) de C(a,b). Considere 5 > 0 tal que

K = [0, x Bz, B) < D, 5)
onde B(xg, 5) = {v € R" | ||[v — x¢|| < B}. Definimos o conjunto X C C(a,b) por
X ={z € C(a,b) | ||z(t) — xo|| <  para todo t € (a,b)}.

Agora sim, temos um espago métrico completo (X com a métrica induzida por C(a, b)),
uma contracao 7': X — X (parte da prova do Teorema era checar que T'(X) C X e que
T era de fato uma contragao) e portanto possuia um tnico ponto fixo. Da maneira como
foi construida, todo ponto fixo de T' era uma solucao do problema de valor inicial .

3 Enfraquecendo hipéteses

Apesar do Teorema [I| garantir existéncia e unicidade do problema que estamos tra-
tando, ele possui uma hipdétese sobre f: D — R™ que, em um primeiro contato pode
parecer artificial. Sera que podemos enfraquecé-la? Colocar uma hipotese mais natural
em f7

Como toda funcao de classe C! é localmente Lipschitz em z, pedir regularidade C!
seria pedir mais do que precisamos. E se pedirmos que f seja apenas uma fung¢ao continua,
ainda temos um teorema de existéncia e unicidade? Bom... mais ou menos.

De fato, se demandamos apenas continuidade de f, perdemos a unicidade como vere-
mos mais a frente. Entretanto, mesmo que f seja apenas continua, o problema de valor
inicial ainda admite solucao! Esse é o contetido do Teorema de Peano:
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Teorema 3 (Peano). Se f: D — R™ é uma func¢do continua num aberto D C R x R™m
entao para cada (to, zo) € D existe pelo menos uma solu¢ao do problema de valor inicial

@, isto ¢,
a' = f(t,z),
x(to) = 2

em algum intervalo aberto contendo ty.

Demonstragao. Assim como no Teorema [I], vamos estabelecer constantes a,b € Re 8> 0
tais que a < ty < b, e valem

K = [a,b] x B(zo, B) C D

e (b—a)M < 3, onde M = max {||f(¢t,z)| | (t,z) € K}.
Dado um numero real o > 0, definimos recursivamente a func¢ao continua z,: (a,b) —
R"™ por:
To — ftto_a f(s,2a(s+a)) ds, te (aty—a),
z4(t) = ¢ T, t € [to—a,to+ a, (6)
vo+ [1 o f(s,7a(s — ) ds, tE (to+a,b).

Por exemplo, para t € [ty + a, g + 2a] temos

zo(t) = xo + f(s,za(s — ) ds

to+a
t

=T + f(SwTO) dS,

to+a

poistg+a < s <t<t)y+2aedaity—a <ty <s—a < ty+ a Fazemos isso
sucessivamente para cada intervalo de comprimento «.
Analogamente, para cada t € [t — 2a, ty — &, temos:

Tq —xo—l—/ f(s,za(s + @) ds

—xg—i-/ f(s,20) d
U

Considere a familia F = {x,}aer+ de todas estas fungoes x,. Vamos mostrar que a
familia F é uniformemente limitada e equicontinua.
Para a primeira parte, observe que

t
Jalt) =l < | [ 17(ssmals F @) ds| < (0= a1 < 5,
tota
de sorte que ||z4(t)]| < ||zo|| + B para todo t € (a,b).
Para a equicontinuidade, vamos mostrar que:
[2a(t) — za(s)[ < Mt — s, (7)

mas para isso temos de checar alguns casos.



(a) Set,se (a,ty—

[a(t) — zals)|

<

<

(b) De maneira similar,

[2a(t) = za(s)]l

<

IN

a), entao:

-1A“ﬂuw@xu+wmdu+[m|V@w4u+wmdu

0— &

|t anl s [T s+ ) du

< Mt = s;

j/ 1 oty oot 4 )| d

se t,s € (tg + a, b), teremos:

to+a s
([ rvw@Au—deu—['|U@w4u—@ﬂdu

ot

[ W= anldu= [zl a))] du

ot

[‘|V@m¢u—wmdwy/oaww@au—wmdu

ota

/WquAu—wwdu

< M|t —s|;

(¢) Como o caso em que t ou s estdo em [ty — a, o + ] sdo sensivelmente mais simples,
vamos terminar supondo que t < t) —a <ty +a < s. Nesse caso teremos:

WJ&—%@WSWj[rﬂUWwJU+®Ndu—[S!MW@AU—deu

como afirmamos.

IN

I IA

IN

ot

Lloﬂuw@4u+mwdu+lﬁ|U@m4u—®ﬂdu

ot+a

QZWﬂVWJJU+MWdU+/%|VW@AU—®Mdu

M(ty—a—t)+M(s—ty— )
M(s—1t)+ M(to — a —ty — )
M(s—t) —2aM

M(s—t) = M|s—t],

Isso mostra a desigualdade e portanto a equicontinuidade da familia F.

Mais ainda, o fato de que a familia satisfaz é uniformemente limitada e equicontinua,
garante que podemos aplicar o teorema de Arzelé—Aseolﬂ considere ()., uma sequéncia
com «,, — 0 quando n — 400, entdo a sequéncia (x,,, ), admite uma subsequéncia con-
vergente na métrica da convergéncia uniforme. Desse modo, passando a uma subsequéncia
podemos supor que z,, : (a,b) — R" converge a uma aplicagao z: (a,b) — R™.

Veja o Apéndice [A| para mais detalhes.



Vamos mostrar que a funcao = obtida desse modo é uma solucao do problema de valor
inicial (1]). De fato,

[0 (5 = am) = ()| < [T (s = am) = Tay, (8| + [|Zapn (5) = 2(s)]]
< Mlam| + [lza,, (s) = z(s)]),

e dai, as fungoes s — x,, (s — ay,) convergem a z uniformemente. De forma andloga, as
fungoes s — z,,, (s + @) também convergem a x.
Por outro lado, segue da definicao das fungoes z, dada em @ que

t

Ta,, (t) = x0 +/t f(s,2q,, (s — am)) ds

0tam

para t € [tg,b), e portanto, se fazemos n — +o00, temos:

o) =an+ [ fsa(s) ds (®)

para t € [to,b).
Analogamente, mais uma vez da definicao de z,, temos:

Ta,, (t) = 2o — /toam (8, %a,, (s + au)) ds

para t € (a,to]. Mais uma vez, fazendo n — 400, obtemos

x(t) = o —/t f(s,x(s)) ds, (9)

para t € (a, o).
Juntando e @D, a Proposicao 1| garante que x: (a,b) — R™ é solucao do problema
de valor inicial , como gostariamos. O

Como dito anteriormente, existem exemplos de fungoes continuas f: D — R"™ definidas
num aberto D C R x R" tais que o problema de valor inicial nao possui solucao unica.
Example 1. Considere a funcdo f: R? — R definida por f(t,z) = 2%3. A funcio f é
claramente continua, mas nao é localmente Lipschitz em z. De fato, note que

[f(t2) = f(t,0)] = |22 = 0*°] = |z = 0]

/2]

Como ﬁ — +o0o quando fazemos x — 0, a funcao f nao é localmente Lipschitz em x

em nenhum aberto D C R? que intersecte R x {0}.
Consideremos agora o seguinte problema de valor inicial:

T = $2/3
z(0)=0
Observe que z(t) = 0 é uma solugao do problema.
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Por outro lado, se x = 2(t) é solucdo, entdo 2’ = x*?. Portanto, em um intervalo no
qual a solucao nao se anula, teremos

.T,

22/3
Integrando ambos lados, obtemos: z(t) = (t;:)g para alguma constante ¢ € R.
Se fixamos ¢ = 0, obtemos uma solugao z(t) = ¢3/27, definida para todo t € R, que é
diferente da solucao trivial z = 0.

A O Teorema de Arzela-Ascoli

Antes de abordar o teorema, vamos provar um resultado que, antes, apenas enuncia-
mos. Aqui suporemos —oo < a < b < 400.

Proposicao 3. Seja C(a,b) o conjunto das fungoes continuas limitadas x: (a,b) — R"
munido da métrica d, definida por

d(z,y) = S [z(t) — y(®)]]-
€l(a,

Entao o espago métrico (C(a,b),d) € completo.

Demonstracao. Uma maneira de checar que um espago métrico é completo, é provar que
toda sequéncia de Cauchy nele é convergente. Para fazé-lo nesse caso, considere (z,),
uma sequéncia de Cauchy de fungoes z,,: (a,b) — R™ em C(a, b), isto é, fungoes definidas
em (a,b), continuas e limitadas. Devemos checar que d(z,,z) — 0, quando n — +0o0
para alguma funcao z: (a,b) — R”, continua e limitada, i.e., z € C(a,b).

Uma maneira usual de encontrar um candidato para x consiste em usar a completude
de R™. Note que, por definicao da distancia d, temos

[0 (t) = 2m ()] < d(n, 2m), (10)

para todo t € (a,b). Desse modo, o fato de (x,), ser Cauchy implica a sequéncia (z,(t)),
ser Cauchy em R"™ para cada t em (a,b) fixado. Sendo R™ um espago métrico com-
pleto, existe um ponto L; € R" tal que x,(t) — L;. Definimos nosso candidato a limite
z: (a,b) — R™ por

x(t) = liyrln zn(1).

Para que esse candidato a limite faga sentido, precisamos garantir que z € C(a,b).
Primeiro mostramos que = é uma aplicagao continua. Para tanto, fixe ty € (a,b) e observe
que, dado s € (a,b), vale:

[2(to) = ()] < [lz(to) = znlto)ll + l2n(to) — znl(s)]| + [l2nls) —x(s)l. (1)

Pela desigualdade e por estarmos supondo (z,), de Cauchy em C(a,b), temos
que, dado € > 0, existe N € N tal que

[2m (t) — 2a(B)]] <e, (12)
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para m,n > N e todo t € (a,b). Fazendo, por exemplo, m — +00, temos
[2n(t) — z(t)]| <e, (13)

paran > N e qualquer que seja t € (a,b). Fazendo t = t; e fixando, por exemplo, n = N,
concluimos:

l2(to) — x(s)|| <&+ llen(to) —2n(s)l + &= 2e + [Jan(to) — 2n(s)]. (14)

Como zy é fungao continua, fixado ty € (a,b) existe § = 6(N,ty) > 0 tal que
len(to) = zn(s)l] <, (15)
para |to — s| < . Portando, pela desigualdade ([14),
[ (to) — ()] < 3e,

para todo s € (a,b) com |ty — s| < d. Isso mostra que z é continua em ty € (a,b). Como
to foi escolhido de maneira arbitraria, segue que z é continua em (a,b).

Ainda precisamos checar que x é limitada. Para tanto, devemos garantir que existe
uma constante C,, € R tal que ||z(t)|| < C, para todo t € (a,b). Mas de fato, dado € > 0,
a desigualdade garante que existe N € N tal que, se n > N entdo ||z, (t) —z(t)|| < e
para todo t € (a,b). Portanto,

[@ < [l2@) = za (O] + lzn ()]
< e+ za(t)]]

<e+ sup [[za(t)] < +oo,
te(a,b)

paran > N e todo t € (a,b). Desse modo, basta escolher C;; > € + sup,¢(, ) [|7n()[| para
obter a cota desejada. Isso completa a prova de que z € C(a,b).

Por fim, para completar a demonstragao, vamos ver que d(z,,z) — 0 quando n —
+00. Mas pelos mesmos argumento dado em , dado € > 0, existe N € N tal que
|zn(t) — x(t)|| < € para todon > N et € (a,b). Entao,

d(xn,x) = sup [lza(t) — ()| <e,
te(a,b)

se n > N. Isso conclui a prova de que d(z,,x) — 0 quando n — +00 e, com isso, a prova
de que (C(a,b),d) é completo. ]

Teorema (Arzela-Ascoli). Dada uma sequéncia () de fungoes continuas i : (a,b) —
R™ satisfazendo:

(i) existe c > 0 tal que sup,e(,p) lok(t)| < ¢ para todo k € N;

(17) dado € > 0 existe 6 > 0 tal que ||¢r(t) — pr(s)|| < e para todo k € N e t,s € (a,b)
com |t — s| < 6.

Entdo, existe uma subsequéncia (pr,); de (¢r)x que converge uniformemente para uma
fungao continua ¢: (a,b) — R™.



Demonstracao. A ideia da prova é usar um argumento de diagonal. Para isso, considere
uma sequéncia (t,), contida em [a,b] e densa nesse intervalof]

Fixamos t; e percorremos a sequéncia (py)x avaliada nesse ponto, isto é, (¢x(t1))-
Como essa sequéncia é limitada, ela admite uma subsequéncia convergente (@1 (t1))k-

Em seguida, nos voltamos & subsequéncia (i1 )i de (¢ )x € olhamos o que ela faz com
ty, isto é, estudamos a sequéncia (gppi (t2))k. Mais uma vez por ser limitada, ela admite
subsequéncia convergente, digamos (2 (t2))-

Seguimos assim, agora olhando para o que a sequéncia ((ppi)k faz com t3, isto é
(¢p2(t3))r, € obtemos novamente uma subsequéncia convergente.

Procedendo dessa forma, apds n passos, obtemos uma nova subsequéncia convergente
(¢pr (tn))r a partir da sequéncia limitada (gﬁpzfl(tn))k :

A partir disso, escolhemos funcoes Ppk €m (pr)r € chamamos ¥y : [a, b] — R™ por

Uk (t) = ey (t).

Afirmamos que (1x)r é a subsequéncia que buscamos no enunciado, isto é, é uma
subsequéncia de (@), que converge uniformemente para uma fungao continua.

Em verdade, como a hipotese garante que @, € C(a,b) para todo k, precisamos
apenas mostrar que (1), é uma sequéncia de Cauchy em (C(a,b),d) pois, com isso, a
Proposigao |3| garante a existéncia de ¢ € C'(a, b) tal que d(¢x, 1) — 0 quando k — 400, 0
que quer dizer exatamente que (¢ ) converge uniformemente para uma func¢ao continua.

Para provar que (¢) é sequéncia de Cauchy, comegamos observando que, para cada
n € N, a sequéncia (¢y(t,))r é convergente. Com efeito, com exce¢ao dos n primeiros,
os termos dessa sequéncia estao todos em uma mesma subsequéncia convergente, a saber
(@pﬁ (tn))k‘

Agora, finalmente, usamos a hipétese sobre a equicontinuidade da sequéncia (¢ ).
Com ela, sabemos que para todo € > 0 existe d > 0 tal que

[6e(t) — ()] = s (1) — (] < & (16)
para quaisquer k € N e t,s € (a,b) com |t —s| < 0. Como (t,), ¢ densa em [a, b], dado
t € (a,b) existe t,, € (a,b) com |t —t,| < d. Assim, dados p,q € N, a desigualdade (16])
teremos:

19p () — Va0 < Mop(t) = p(tn) | + 1o (En) — q(tn) | + [0 (tn) — g (t)]
< 26+ [|4hp(tn) = g (ta)ll-

Agora, como a sequéncia ((t,))r é convergente, existe p, € N tal que

[Vp(tn) — Ya(tn)ll <, (17)

para quaisquer p,q > p,.

Como, neste Apéndice, estamos supondo (a,b) um intervalo limitado, podemos cobri-
lo com um numero finito (digamos, N) de subintervalos de tamanho 2§ e que podemos
supor, por densidade de (t,), em [a,b], centrados em t1,...,txn.

Dai, pelas desigualdades e , segue:
[0p(t) — g (B)]] < 3¢,

para quaisquer t € (a,b) e p,q > max{ty,...,ty}. Isso prova que (1) é sequéncia de
Cauchy em C(a,b) e, pelo o que argumentamos antes, termina a prova do teorema. [

2Se quisermos usar justificativas rebuscadas: isso segue da separabilidade de [a, b].
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